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Introduction

Introduit dans les années 40 par Richard Feynman, les intégrales de chemin sont, au méme
titre que I’équation de Schrodinger ou la mécanique matricielle d’Heisenberg, un formalisme
pour la mécanique quantique, donnant des résultats identiques a ces deux méthodes.

Elles offrent une interprétation physique relativement plus simple de la mécanique quantique,
se basant sur des trajectoires classiques plutot que sur des fonctions d’ondes, au prix d’une
plus grande complexité mathématique - certains des concepts impliqués n’ont pas encore de
fondations mathématiques rigoureuses. C’est ainsi qu’elles sont, par exemple, a 'origine des
diagrammes de Feynman, expliquant les expansions perturbatives par la somme des probabilités
de toutes les interactions possibles.

Utilisant des quantités classiques plutot que des opérateurs, la transition d’une méthode a
l’autre n’est pas triviale. C’est ce qui sera étudié dans ce mémoire, plus particulierement dans
le cadre des espaces de Riemann. Au-dela de 'application évidente de la mécanique quantique
dans un espace courbe, on peut également s’en servir pour des transformations de coordonnées,
par exemple le passage aux coordonnées sphériques, utiles dans bon nombre de problemes quan-
tiques.

Dans la premiere partie, on décrira d’abord l'intégrale de chemin elle-méme, d’un point de
vue historique, mathématique (sans trop entrer dans les détails), et ses liens avec la mécanique
quantique d’un point de vue phénoménologique et par rapport a I’équation de Schrodinger. La
seconde partie sera dédiée aux ambiguités de quantification, en passant des opérateurs non-
commutatifs aux quantité classiques, et deux méthodes de résolution de ces ambiguités, les
symboles et les intégrales stochastiques, et les liens entre ces deux méthodes. La derniere par-
tie sera ’application de ces méthodes au cas particulier d'un espace courbée, et les différents
résultats qu’on obtient par différentes méthodes (plus une application dans le cas simple de la
sphere dans I’Annexe D).

Notation utilisée :

2 Egal par définition

Dx(t) . Elément différentiel de I'intégrale de chemin

(variation d’un chemin sur x de parametre t)
®f f(x(t))dz(t) :  Intégrale stochastique de parametre A (cf. Annexe B)
[V (z(t))edx(t) : Intégrale d’Ito (cf. Annexe B)
J Vf(z(t)) odz(t) : Intégrale de Stratonovitch (cf. Annexe B)

T ab@ . Dérivée du tenseur T (9.T)

TP, . Dérivée covariante du tenseur 7 (cf. Annexe C)

De maniere générale, les indices et exposants sont associés a la notation d’Einstein s’ils ne sont
pas rattachés a un symbole de somme ou de produit : un indice et un exposant du méme symbole
correspondent & une somme du tenseur sur toutes les dimensions

D
TabTbc é ZTabTbc

b=1

sauf pour l'indice ¢ qui correspond & la quantité & l'instant ¢;, et a et b peuvent correspondre a
la quantité aux bornes t, et tp.




1 Intégrale de chemin

1.1 Origine du concept et mouvement brownien

La notion d’intégrale de chemin (aussi appelée intégrale fonctionnelle en mathématique)
remonte aux années 20, lorsqu’elle fut appliquée au probleme du mouvement brownien par
Norbert Wiener.

Le mouvement brownien est un phénomene observé par Robert Brown en 1827, dans lequel
des grains de pollen en suspension dans I’eau ont un mouvement aléatoire constant, phénomene
qu’on retrouve pour toutes petites particules dans un fluide.

La résolution physique du mouvement Brownien fut faite par Einstein en 1905 et Smolu-
chowski en 1907, avec comme explication les collisions aléatoires entre ces particules et le fluide
environnant.

L’un des résultats de cette analyse est la probabilité qu’une particule passe, entre un temps

t, et tp, de x4 & xp,
1 _ (@—Ta)?
W(fb,tb;fa,ta) = 7€ 4D(ty—ta) (1.1)
(ArD(ty — tq))2

avec D une constante de diffusion et d le nombre de dimensions. Une probabilité qui obéit a la
relation d’Einstein-Smoluchowski-Kolmogorov-Chapman

o0
W (&, b Ty ta) = / A2V (B, b Fos L)W (Fo b Fas ) (1.2)

— 00

L’idée de Norbert Wiener[1] fut de décomposer le trajet d’une particule en incréments infi-
nitésimaux a ’aide de cette relation.

W(b,a):/ A7y ... dZxy_1W(b,N —1)...W(1,a)

_:: N-1 N
:/ H diz’iHW(:&,fi_ﬂ (1.3)
—00 1 i=1

La limite de ce produit correspond & une somme sur les probabilités de chaque parcours
individuel d’une particule, qu’on notera par

W (@, ty: T ta) — / 4y (1) (1.4)

C[fa sta ;fbatb}

qui est 'intégrale sur tous les chemins allant de ¥, a ) de la mesure de Wiener

—2

dyZ(t) = lim ( 2i=1 ~1Ddt

g H %) H m

1

tb “2dt Hb
-V 47de

1.2 Application a la mécanique quantique

Ce formalisme sera réutilisé par Feynman qui, sur une remarque de Dirac[2] & propos du lien
entre l'action d’un systeme et son propagateur, invente le formalisme des intégrales de chemin
pour la mécanique quantique[3]. L’un de ses raisonnements est le suivant[4] :

Dans le cadre de 'expérience des fentes de Young, on a une particule dont la détection
dépendra de la somme de deux amplitudes :



P = |1 + ¢of? (1.6)

qui sont les amplitudes du passage de la particule dans chacune des deux fentes.

Ta

0 P(a)

FIGURE 1 — Expérience des fentes de Young : Une source émet des particules vers un écran
percé de deux fentes. La probabilité de trouver la particule en un point x de I’écran est le carré
des amplitudes de la particule passant par chacune des fentes, ici approximativement un sinus
cardinal.

Si maintenant on considére que I’écran possede un nombre infini de fentes, jusqu’a ce qu’il n’y
ait plus méme d’écran, on aura :

(1.7)

FIGURE 2 — Le nombre de fentes tend vers l'infini, la probabilité s’approche d’une particule libre

On peut ainsi généraliser dans toutes les dimensions. La probabilité qu'une particule arrive en
un endroit précis sera la somme des amplitudes de chaque parcours possible de la particule

P=| Y 4P (1.8)

tous chemins
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FIGURE 3 — On ajoute un nombre infini d’écrans d’épaisseur infinitésimale, percé d’un nombre
infini de fentes. La probabilité est la somme des amplitudes de chaque combinaison de passages
a travers toutes les fentes, correspondant a tous les chemins que puisse prendre la particule.

Cette amplitude est justement celle décrite par Dirac, et correspond a erSct (plus un facteur
de normalisation A), ou S¢y correspond a 'action classique de la particule.

Pour construire cette somme, on procede de la maniere suivante : I'intervalle de temps entre
le départ et 'arrivée de la particule est décomposé en un nombre infini d’intervalles. Sur chacun
de ces intervalles, on intégre sur tout l’espace. Ainsi, on prend en compte la possibilité qu’a
chaque instant, la particule puisse se trouver a tout endroit, donnant I’ensemble des trajectoires
possibles.

N

Y
~

dt
FIGURE 4 — Décomposition du mouvement en tranches de temps infinitésimal. La trajectoire est
décomposée en segments infinitésimaux. Pour changer un chemin, il suffit de changer I'un des
points d’un instant ¢. La somme sur tous les chemins correspond a l'intégrale sur tout 1’espace
de chacun de ces instants, équivalent a tous les segments possibles pour cet instant.

On obtient alors I'intégrale de chemin de Feynman :

" da;
= i So(@(?) ! 1.
i |/er —2 (1.9)

i=1

Le propagateur K d’une particule a la propriété P = K K*, on a donc

. — 1 LG (a( dxz
K(zp, ty; g, ta) = ]\}l—r}loo erSc(@(t)) H (1.10)

Contrairement a l'intégrale de chemin de Wiener, dont la mesure offre des similarités avec
la mesure ordinaire utilisée en théorie de l'intégration, celle de Feynman ne peut pas étre qua-
lifiée d’intégrale au sens ou on I’entend habituellement. Le facteur ¢ de I’exponentielle est une
difficulté, mais 'impossibilité vient du fait que la ou I'intégrale de Wiener décrit une probabi-
lité (qui a des analogies avec la mesure d’une intégrale ordinaire), celle de Feynman ne décrit
qu’une amplitude, dont la probabilité n’est méme pas forcément normalisée. Il existe certaines



tentatives de formalisation mathématique, mais on en restera dans ce mémoire a la définition
par limite.

Le passage a la limite classique se produit pour S > h. De maniere similaire & la méthode
de la phase stationaire (cf. annexe E), les variations rapides de la phase s’annulent globalement,
sauf & proximité de la trajectoire classique, ou la variation est faible (puisque 45 = 0)

1.3 Intégrales de chemin a partir de ’équation de Schrodinger

On peut dériver ce propagateur a partir de I’équation de Schrodinger, dans le cas simple ou
le lagrangien est de la forme :

L= 2x —V(Z) (1.11)
Et ainsi I’hamiltonien
H = ﬁ + V(Z) (1.12)
2m

Dans le formalisme de Schrodinger, pour cet hamiltonien indépendant du temps, I'opérateur
d’évolution est ‘ R
Ult, tg) = e~ =t (1.13)

On peut bien voir que cet opérateur a la propriété de Markov
Ut t1)U(t1,to) = Ult, to) (1.14)

A partir de cette propriété, on peut décomposer 1’évolution d’une particule en moments
infinitésimaux ¢ :

(t —to)

~ . _ i (t—tO)FI N
U(t,tg) = 1 KN = 1.15
(t,t0) = Jim (e W, S (1.15)
Le propagateur de la particule du point a au point b est alors
K (By, t; Zay ta) = (D] U (t, t0)|Za) = (Z] lim (e~ #57)N|Z,) (1.16)
N—oo

A N . o — — — .
Grace & la relation [ |Z;)(Z;|dZ;, on peut transformer le propagateur en cette expression :

[e.9] . N . A
K (Zp, t; Ta,ty) = lim (@yle w2V (@n_1] . .. |Z) (@1 |e 7|2,V dEN_y . .. dTy
N—oo J_
N N-1
—]\}gnoo/HK(:Ei,ti;:Ei_l,ti_l) | dz; (1.17)
i=1 i=1
Avec ¥, = Ty et Ty = T o R R
Par la formule de Lie-Trotter-Kato[5], on a I'égalité e{A+5) = limNﬁoo(e%Ae%B)N, per-
mettant de décomposer 'opérateur d’évolution en ses composantes p et Z.
K (&t 81, tin) = (Tile” 2m€ #V @)z )
= / (Zile 2m|x><x|e reV(@ &1 )dT (1.18)
oo



—0o0
0 G%ﬁi Ti » i D2 e_%ﬁ;'f
= D: e nfam dp:dn"
/_oo 21h wilpi) Th il
o0 q = i _ Pj i = ﬁdﬁd_‘y
— ﬁpleé 5 _ e 7€ 7T (et}
| etn it - e D
] 2 o~
_ /°° ol @~ - 1] dPi (1.19)
oo 27h
(Z]e™#V @) |7,_1) = (Z|7;_1)e #V E-1) = §(7_, — F)e 7V E-1) (1.20)
N - & A5 (s —T —LeV(Ti—1) dﬁ;
K(£’L7t2)$l—17t2—1) — / eﬁ[pl (xz x) 827"](5(%‘2 1 — x)e 5 Ti—1 dwi
oo 21h
— /Oo eﬁ[pl (xl xl 1) a(2m+v(wl 1))] dpz (121)
oo 21h

L’expression finale du propagateur est la suivante :

K (Zp, tp; Ta, ta) = lim /Heﬁ[pl (@i—Fi-1)— 5(pl +V (@) 9P H dz; (1.22)
=1

N—>oo

qu’on appelle 'intégrale de chemin dans I’espace des phases. On peut le réécrire dans la notation
des intégrales de chemin :

b s 2 .
K(@ tTarta) = [ Dp)DT0)eh BV (1.23)

Les termes en p étant quadratiques, on pourra facilement les intégrer. Pour chaque tranche de
temps infinitésimal, on a

— . B — s 2 Tj—Ty4 =
/OO AP gz chelp S0 (v @) Z (T )?/OO dietelan S v @)
oo 2Th 2hmie oo
m p [ ;
= (—— )z/ dz;encl (1.24)
2hmic oo

avec D le nombre de dimensions. On obtient ainsi I'intégrale de chemin dans I’espace des confi-

gurations
(z;— mz 1) m N1
K(ﬁb)ta $aa a — hm /Heh[ (Qm 2 (xlil))]wlﬂ Zl_{ dxz

/Da: et Jud L@®.a(0)dt (1.25)

1.4 Equation de Schrodinger a partir de l’intégrale de chemin

De la méme fagon, on peut passer de l'intégrale de chemin a I’équation de Schrodinger,
simplement en exploitant la formule

w(fb,tb):/ K(Zp, ty; Zayta)(Zq, te)dZ, (1.26)

Sitg=t1 +¢:

i (mi7Ii71)2
: = erlelam V@)
K(ZIJb,t, xaata) e (Zhﬂ'lﬁ)

Nl|s]




> i m( (Fp—Ta)? i
Wit +2) = [ () Bt TN (a1, ), (1.27)
. i
er?V =1 “eV + 0(e%) (1.28)

h
On procéde a un changement de variable pour faire apparaitre xp : Zp + 177 = Zq, dZq = d7].

. < m D i imi® .
Vantate) = [ () B 1oV 4+ O E R p@ 4 ft)di  (1.29)
On peut donc développer 9 autour de &
)
(@ + 7T, t0) = O(Es, ta) + TVE(@hsta) + 0 A, ta) + O) (1.30)
Avec les intégrales :
& m D imi> N
/ (%m,g)zem"e dif =1 (1.31)
. m D imi
/ (%m,g)zem"s ijdif = 0 (1.32)
—0o0
e m D imi? D 1o ihe
e 7din = — 1.
|G Bt ipar= 1 (1.3

Les termes en O(n3) et O(?) ont soit une intégrale nulle, soit en 2 ou plus, devenant négligeables.
V peut étre sortie des intégrales car sa dépendance en 7 est du deuxieme ordre en € :

& m N sy imfao o . -
V(z), z € [x1,22] — / (2hm's)%%€v( s — A)eh 2 € h(Zy + 77, ta)dif (1.34)
V(2 = M) = V(T2) = MVV (52) + O() (1.35)

Le terme d’ordre n s’integre en 0, ceux d’ordres supérieurs s’ajoutent a € déja présent pour
donner des termes d’ordre O(£2). On obtient donc :

D@ tate) = D(Fta) 0 5o AD(Foy ta) — 52V (s ) 05 = A (F, 1)+ O() (1.36)

the

7 a - _’7 a h — ) = 7.
(@, ta +€) —(@p,ta) _ 217mA¢(xb7ta) _ %V(w(ﬂcb,ta) + 5 AU(T 1) + Oe)  (137)

£

Si € tend vers O :

P i
a (.Tb,ta) - %Aw('xlhta) - ﬁvw(xba ta)
ho h? . "
ot (@, ta) = —%Aw(xba ta) + Vb (Zp, ta) (1.38)

qui est bien I’équation de Schrodinger.
Avec ces conversions entre le formalisme de Schrodinger et des intégrales de chemin, on
pourra ainsi vérifier I’équivalence entre les deux méthodes.



2 Problemes d’ordonnement et symboles

Dans le formalisme de Schrodinger, le passage d’un systéme classique a un systéme quantique
n’est pas de maniere général triviale, en raison de ’absence de commutativité des observables.
Si I'un des termes de I’hamiltonien classique fait intervenir une fonction du type f(z)f(p),
par exemple xp, 'Hamiltonien quantique pourra étre une combinaison linéaire de toutes les
permutations possibles des opérateurs. Ici, azp + Gpz.

Pour déterminer la quantification de I’hamiltonien, on peut utiliser I’hermicité de 'hamilto-
nien (lﬁI —H M), ou les éventuelles symétries du systeme (comme les invariances de jauges).

2.1 Particule dans un champ magnétique

Un exemple simple[6] est celui d’une particule dans un champ magnétique. Son lagrangien
est de la forme

L= %a’?? + Za_:' A(@) (2.1)

§=VL=mi+ SA®&) (22)

Et ainsi un hamiltonien classique

A m . L €2,
H=ji-L="10 = (5- SA@) (23)
qui contient le terme —2¢p'" A(Z).
L’hamiltonien quantique sera de la forme (avec p = —ihﬁ) :
~ 1 ~2 € -, . 2 (& NN /AN A
H = o—[p° + (DA@))" + —(apA(Z) + SA(Z)p)] (2.4)
m c c
avec la condition o + f = —2. Le conjugué du terme mixte donne :

(apA(2) + BA(2)p)! = aA(2)Tp + BpT A(2)T

= aA(&)p + BpA(#) (2.5)
Pour conserver ’hermicité, il faut donc @ = 8 = —1. On peut condenser cet hamiltonien
sous la forme )
~ e -
H=_—"—(p—-A%))? 2.6
—(p - SA@)) (26)

qui est une forme similaire & (2.3). Les intégrales de chemin n’utilisant pas d’opérateurs, il
n’existe a premiere vue pas d’équivalent direct de ce probleme.
En utilisant directement I'intégrale de Feynman, on a la formule :

i (b mayes X
K(Zy, ty; Fasta) = | DE(t)er Jua ZTHTA@ (2.7)
a
N-1
o0 i m (& —%; ) e
= lim en PO S (@) A(F) ( m )%da_c’z (2.8)
=0 J_o o 2mihe

Pour en vérifier la validité, on passera a I’équation de Schrodinger par la méthode habituelle.



S
w(fbata +€) = / K(fbata + € faata)w(faata)dfa

= [ Bek ) Az, ),
oo 2mi
0 . 2 - o

- / (QWTZhg)geﬁ(in?_En'A( (@ + i, ta)di

. m D imn? te, - e? -
:/ ( )2 en2 ~ (1 — ﬁ;n.A(l‘b) — 271202772A2(xb) +0(773))

iee

= 1/1(9%, ta) + %A¢($b, ta) + %A(Cﬂb) . V?,[)(:El” ta) — m

h 8 2 h2 —'2 Zhe - = 62 2
o iz 2" = LS TAY = A2V (F
i8#ﬂxb%) i mnV7M$m%)+(m1($w Vw@%id-%anl (Z) (L, ta))
:Zﬂlhv*QTTM%TV+574@W¢@M%)
1 A2 e - - ~ 62 2 — -
= %(p — QEA(xb)p + ch (@) )20 (Zp, ta) (2.9)

Résultat qui contraste avec le résultat du formalisme de Schrédinger, (p— %j(aﬁ))Q, qui contient

un terme en V - A. L’hamiltonien quantique obtenu n’est pas hermitien.

Le probleme vient du fait que le trajet de la particule est une fonction entre t, et t
completement arbitraire, une fonction qui ne sera pas forcément dérivable ou intégrable au
sens de Riemann. Afin d’obéir au principe d’incertitude, la trajectoire de la particule est une
fractale de dimension d’Hausdorff 2 dans ’espace des configurations [7], et discontinue dans ’es-
pace des phases[8|. Ainsi, contrairement a une intégrale de Riemann, le point auquel la fonction
est considérée dans la somme de Riemann a son importance. Le principe d’incertitude donne la
relation suivante[7] :

AzAp ~ h — Az? ~ hat (2.10)
m

qui permet ainsi d’obtenir l'intégrale nécessaire (cf. Annexe B). Ce résultat concorde par ailleurs
avec les trajectoires des particules dans le cas de 'intégrale de chemin de Wiener, le théoréeme
de Wiener précisant que les fonctions contribuant a l’intégrale sont les fonctions continues mais
non-dérivables en tous points.

L’intégrale finalement trouvée (cf. Annexe B) est de la forme :

o Gi@En) - #) dt = f@) - [~ (5 - ND [ )

ta ta

10
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FIGURE 5 — Exemple d’'un chemin quantique contribuant a l'intégrale. Qu’importe l'intervalle
de temps considéré, la particule n’a pas de position précise dans ’espace.

On prendra ainsi, au lieu de z;, le point Z; = z; — AM\x = x; — XN(@x; — x;—1), ol A sera un
) ) )
parametre entre zéro et un, situant la fonction quelque part entre les deux points considérés.
L’action sera donc :

AT;)? -
S—1im S AT L€z A7+ AAT)
e—0 = 2 e C
iy m - e - N
= (=22 4+ -2 - A(Z))dt (2.11)
te 2 c

Le terme du potentiel vecteur magnétique correspond a une intégrale stochastique de pa-
rametre A (c¢f. Annexe B). Le passage a I’équation de Schrédinger devient alors :

o0

vlinta+e) = [

— 00

2

m TS AG)V-A@) (7, 1 7, ,)dif

2hmie

Nlis]
SE

)7eil

—

R 1he . €€ =, .\ = .
= w(xlhta) + %Aw(xlhta) + %A(l,b) : qub(xlhta)
_ ie2e
2hc2m

A @)(@,ta)) + AV - A(@)(F, o)

ho _.252"2 = the Fz) S (E Gy 2
_;aq/)(xb,ta) — %v ¢(xbu ta) + %A(xb)vw(l’mta) + %A (xb)w(xbﬂfa))
ieh = 7o g
_ %A(V - A(Zp) ) (T, ta)

1 e - ieh = - e?
= (p— 25 A@)p + 2 LNV A@) + S A7)0 (Fn b
5 ¢ SAW@)D + 2= AMVA(T)) + 5 A%(5)¢ (T, ta)
(2.12)

Il faut ainsi avoir A = % pour retrouver les résultats ordinaires de I’équation de Schrodinger.

Ce résultat peut par ailleurs se retrouver sans faire appel a Schrodinger, simplement en
considérant la transformation de jauge[6] :

11



A — A+ Va(z) (2.13)
¥(F) > eh 2 @y(@) (2.14)
K(b,a) — e @) K (b, g)e# c(Fa) (2.15)

17 . .
S-S+ i@/ 7 Va(T)dt (2.16)
ta
qui s’integre stochastiquement pour donner
., o 1 ho[t
®f Z-Va(@)dt = a(Zy) — a(Z,) + (5 —N)— Aa(Z)dt (2.17)
tq m Ji,

L’intégrale de chemin obtient ainsi le facteur
ALa(@y) o~ iea(@a) grics (5N [i2 Aa(@)dt (2.18)

Les deux premiers facteurs correspondent a la transformation de jauge du propagateur. Afin
d’obtenir le méme propagateur, on prendra A = % afin d’annuler le troisieme terme de 'intégrale
stochastique. On arrive ainsi au méme résultat pour le parametre A afin de conserver 'invariance
de jauge.

2.2 Symbole d’un opérateur

Une méthode plus générale pour résoudre ce genre de cas est d’utiliser le formalisme des
symboles, qui permet de relier la forme de ’hamiltonien classique a 'ordonnement des opérateurs
en mécanique quantique.

Dans les deux cas, les observables du systéeme sont entierement déterminées par ses coor-
données dans l’espace des phases (on ignorera ici le spin et autres caractéristiques quantiques).
Pour peu que 'observable soit une fonction analytique, on a :

f(z,p) = Z Conn T " (2.19)

m,n=0

De méme, dans le cas de 'opérateur associé a cette observable

o0
f=> chud™p" (2:20)
m,n=0

Les opérateurs & et p ne sont pas commutatifs, mais on pourra toujours absorber un éventuel
commutateur dans les constantes des termes d’ordre inférieur. Par exemple, pZ pourra se réécrire
Zp — ih, ou I'on remplace simplement le facteur d’ordre 0 par ih.

Si I’on veut continuer a utiliser la fonction f dans le cadre de la mécanique quantique, comme
c’est le cas pour les intégrales de chemin, il faudra la redéfinir de facon a inclure ’absence
générale de commutation entre différentes observables. On introduit pour cela le produit de
Moyal, ou produit étoile, défini afin que si la fonction f est associée a 'opérateur f (ce qu'on
appelle le symbole de f ),on a:

f=ffh—f=fxf (2.21)

On imposera deux conditions a ce produit afin qu’il corresponde bien a la mécanique clas-
sique :
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lim fixfo= fife (2.22)

hm (fl*fz—f2*f1)—{f1,f2} (2.23)

Ou { , } sont les crochets de Poisson, et le commutateur du produit de Moyal se nomme les
crochets de Moyal.

La relation entre un opérateur et son symbole dépend de ’ordonnement des opérateurs qu’on
choisit. Le cas le plus simple est le symbole de Weyl, qui correspond a l’ordonnement suivant :

e}

F=3 cunl@mp™) (2.24)

m,n=0

Ou (( ...)) est le produit symétrique, défini par

N . N aki
Qoad)t = > KAy AW (2.25)
g i=1

N
ki+..4+kn=Fk v

Soit, dans le cas de deux opérateurs :

(0Ad+pB) = Y SLam(AmB) (2.26)

m—+l=k

Ce qui correspond a toutes les combinaisons possibles de ces opérateurs divisés par le nombre
de combinaisons. Pour des cas simples :

(€2)
(@) =

=N = &

, (D) =»
(&p + pi)
= 3(@%p + pa” + p2)

Le symbole de Weyl et son opérateur sont liés par la transformée de Fourier d’'une méme fonction,
dans 'espace des phases et I'espace des opérateurs (p et & sont ici des vecteurs d’opérateurs).

f= / 45 di G f (5 ) (2.27)
m 4_} —_ ~
6.0 = [ d5dr TN (2.28)

Et la relation inverse définie par la transformée inverse de Fourier.
On peut bien vérifier la correspondance entre cette définition de 'opérateur et I’ordonnement
de Weyl, simplement en développant I’exponentielle :

i) =~
i+ )_Zon!(s 4 75) (2.29)
- n! = 11 AN 2,
=3 Y RTE 7 () (2.30)
n=0m+l=n

Les coefficients de la série de f étant donc liés & la fonction f,,.
En appliquant l'opérateur f a une fonction d’onde ¥ (x), on obtient ce terme :

e SPHTE) () (2.31)
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Par la formule de Zassenhaus, on a

o(A+B) _ A B,—3[AB] ¢ BAB+A[BA]) (2.32)

Le commutateur de Z et p étant un scalaire, les commutateurs d’ordre supérieurs sont tous nuls,

et on a donc : .
SR . L FE o s
e'L(serrx) —e ih IS 5 ezspezrx — ezh—z ol 18P (233)

Appliqué a la fonction d’onde (%)

Z',§M — s h§ ﬁ n — - —
ey =3 " @) = @+ ns) (2:34)
n=0 ’

e—m%gei;peﬁ%w(f) _ e—ih%gez‘gpemfw(f) (2.35)

= =S T E (7 4 3) (2.36)

= @)y (F + ha) (2.37)

D’ou la formule ~

fot) = [ as dr HE D 1 1) (0 (2.38)

On remplace alors f, par son expression selon le symbole de Weyl de f

LI (7 1 i i(§-p+r-a’) ir (&
f(®) = Gy / ds dit d' dif ST TR (i 4 ) f (5, )
- <z§>2d / 45 dF’ d7' djp ' ET D7 4 1) (5, ) (2:39)

En intégrant sur 7, on obtient :

fo@ = 5 /OO ds d' dp 6°(& f’+h§>e—i§'%<f+h§3f<m’>

o )
1 L igd - L. h§
- oo [ ey n 5+ ) (2.40)

En utilisant la variable §f = & + /3, avec un jacobien de i~ , on obtient finalement :

R 1 00 o)
Fil@) = g | dp i o 15 T Y

) (2.41)

On pourra ainsi définir 'action d’un opérateur sur une fonction d’onde grace au noyau de
lopérateur f,

N 1 b L & Z—7)D = f+ g
Kf(l‘,y):mh)d/_oodp el y)pf(paT) (2.42)
par la relation habituelle
fo@) = [ dp K@ @) (2.43)

On peut remarquer que ce propagateur utilise le symbole pris au point médian. En reprenant
I’équation (1.17), on peut V01r que dans le cas du propagateur infinitésimal, on aura le symbole
de 'hamiltonien pris & 7+ 4 5, correspondant au cas A = 2 vu précédemment. On peut également
le deviner a partir de ’hamiltonien quantique, qui est le carré du potentiel ajouté a I'impulsion,

14



similaire a la définition du produit symétrique. Le cas A = % sera donc le plus simple dans le
cas d’'un potentiel vecteur qui se traduira par une dérivée covariante du type

= (h+ Y _Vi(@))? (2.44)

Pour trouver la transformation de Weyl inverse, on prendra le noyau de f K (¥ — %, z+ %), qui
nous donne une transformée de f. En prenant sa transformée inverse :

[o¢] .
fo0) = [ dF ag da fR et D)+ G (2.45)
—00
On a ainsi une relation simple entre un opérateur et son symbole. Grace a cette formule, on peut
ainsi déterminer la formule du produit de Moyal pour deux symboles, simplement en utilisant
cette formule pour 'application de deux opérateurs :

—0o0
o
=24 dy dZ en? VK (7 — §,2) K, (2,7 + 7))
—o0o
1 o - - f g+ 2z z?+a?+z]
— dii dz dpy di er | E—T—2)Pr+(F—7—7) Pa+25-7]
2d(ﬂ_ﬁ)2d/ y dZ dpy dps e fi(p 5 — ) fa2(p2 5
On définit les variables #; = 5_22“5 et Tp = 2 +§+17, avec le Jacobien 2% pour donner
finalement :

o 1 i o L [(F—ia) o+ (F1—F) Fat (Ta—F1)- Lo Lo
(fix fo)(P,T) = (27'rh)2d/ dpldPle‘ldeQ@h[( 2)P1+(T1—F) -Pa+(Z2 1)73]f1(p1,$1)f2(p2,:132)

On peut par ailleurs vérifier la limite classique de cette expression, en utilisant la méthode
de la phase stationaire :

/ F(2)es5@ dz = (216)% |detD| 2 [F(z)es 5@ T 1™ 4+ 0(5)] (2.46)
0S(z 7, L
G(xlﬁ) 8(:1?25) =po—p—P1+P=pP2—P1 (2.47)
08 (% 08 (%
(;;{m + 8({27@ =X —To+ ¥ —T=—-To+2 (2.48)

qui s’annule pour #; = T et pi = pPa. Pour ces valeurs également, S(Z,p) s’annule.

(s o)) = e 1)2d|detDr HAGD LG DA™ O] (2.49)
= fl(pa 'T)f2(p’ x) + O(h) (250)
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On retrouve donc bien la limite classique dans la limite A — 0.
Une autre définition du produit de Moyal [9] s’exprime comme la série :

h Of 09 09 d
f*g_Zh" = fg+ 2 (afai—ag,é;)ﬂf)(h?) (2.51)

avec laquelle on retrouve 1mmed1atement la limite classique, a la fois pour le produit de Moyal
et le crochet de Moyal.

2.3 Lien entre les symboles et I’intégrale stochastique

On a vu pourquoi les symboles de Weyl correspondent au cas A = 2, mais de maniere
plus générale, on peut définir les symboles pour n’importe quel ordonnement, en remplacant la
transformée de Fourier par

w cf A — A ~
f= ds dit PO (3, 7) f(5,7) (2.52)
= / dp dE d dF COPTTE=D)O (3 7) (5, 7) (2.53)
Pour -
16.3) = [ a5 dr TG ) (2.54)

Dans le cas ou la fonction f est défini & partir de Popérateur f (comme dans (2.3)), qu’on
appelera alors par exemple fq, on aura la relation inverse :

f(@.7) = /OO ds dit ! CTHIOTY (S 7 fo (5, F) (2.55)

—00

Une fonction  utile est celle définie par
Q0 (5, 7) = ¢lz—a)57 (2.56)

Le parametre « correspond au parametre A vu précédemment, dont les ordonnement équivalents
peuvent étre vus par exemple chez Valtakoski[10] dans le cas d’un hamiltonien avec une métrique
non-euclidienne et un potentiel vecteur. On voit bien ainsi que A = % correspond bien a la

2
fonction © de Weyl. D’autres ordonnements utiles sont [10, 6] :
Q(s,7) Action Ordonnement
Weyl 1 =3 (@"p™)
Symétrique cos (%) 5(L(z;) + L(wi1)) | 3(@"p™ + pa")
Standard e A=1 znp™m
Anti-standard ez A=0 prE"

Pour reprendre un exemple vu précédemment, on avait dans le cas du champ magnétique pour

ie t =
A = 0 un facteur ezme Jta 2@ 1016 'une transformation de jauge, et on avait 'hamiltonien
quantique correspondant :

il o 1 A2 e - . ~ 62 2 =
H = o~ (0" = 2 A(T)p + 5 A%(b)) (2.57)

Puisqu’on a A = 0, réécrivons cet hamiltonien avec ’'ordonnement anti-standard :

S T
A = (5 = 22 [pA(&) — ihV - A(@)] + 5 A%(&)) (2.58)

2m
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Afin d’arriver au bon lagrangien pour ce cas, partons du cas hermitien de A = %, et conver-
tissons le vers 'ordonnement anti-standard. On peut remarquer que (2.58) est similaire a (2.6),
si ce n’est que le facteur V- A a un facteur 2. Il faut ainsi ajouter un potentiel avec ce terme afin
d’équilibrer ’hamiltonien. On peut le voir simplement en changeant le terme en Z"p™ de (2.6)
en un terme en pz". Il s’agit ici de —ﬁg(iﬁ)ﬁ, qui est équivalent & — 2;(3;3@(@)4— S (V-A(2)).
Le terme supplémentaire se retrouve dans 1’équation (2.12), correspondant & un potentiel sous
la forme d’une divergence du potentiel vecteur magnétique (en se rappelant que n? o &, pour

Paction), donnant ainsi le lagrangien :

L= %532 + S:E A@) - 5. A4 (2.59)

avec ’action correspondant a une intégrale d’Ito de ce lagrangien. Le nouveau terme a la trans-
formation de jauge :
he = - he = -  he o

: V-A— —Aa(7) (2.60)

2me 2me 2me

Une fois intégré dans ’action et rajouté a I’exponentielle de I'intégrale des chemins, il s’agit de
Iinverse du facteur précédemment obtenu. On obtient ainsi bien une invariance de jauge. Le
potentiel lui-méme disparait lors de l'intégration stochastique de I'action :

o . — he - - o . e: = he - -
p) hN Jn =2 = =

g 2 A — T V- -Aledt = — -Z-A(Z) — —V - Aldt
/ta [2:6' —i—cw (7)) 2ch e /ta [—2° + -7 - A(Y) V- 4]

e,
(TS A@a

2m J; ¢
a

tp . .
:/ (L2 4 i A(z))dt (2.61)
tq

Au final, on se retrouve avec le méme résultat que pour la méthode de Weyl, qui n’ajoute
aucun potentiel et dont l'intégrale stochastique est similaire a celle de Riemann.
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3 Intégrale de chemin dans un espace de Riemann

3.1 Equation de Schrodinger dans un espace courbe

Un espace courbé est un des exemples ot le probleme d’ordonnement des opérateurs surgit.
Le Lagrangien d’une particule libre est alors de la forme
m b

L= ggab(x)dvax

(On utilise ici les indices latins car on ne considerera que la courbure de I'espace et non celle de
Pespace-temps)

L’hamiltonien quantique est de sa forme habituelle, mais le laplacien ordinaire d’un espace
euclidien doit étre remplacé par 'opérateur de Laplace-Beltrami si 'on veut conserver des
quantités covariantes.

(3.1)

. h2
H=—-—A;p (3.2)

2m

1
Arp = ﬁaa\/g 90,
= 99,0 + g (9 10 \/9) Dy + (Bag™) D (3.3)

Et le produit scalaire est redéfini par
W.o) = [ vorvada (3.4)

avec g le déterminant du tenseur métrique.
On définit I'opérateur d’impulsion sous la forme

b = —ili(0n + %ra) e %(aa In/3) (3.5)

qui est bien hermitienne sous le nouveau produit scalaire et respecte la relation de commutation
canonique. Pour s’en rendre compte, on intégrera simplement [ Y(1hd)y*\/gd"x par partie :

/ T (0 Ad T = [ G S, — i / T (0 + B(Pav/D))

—00

- / Y (—ih(@, + Ty

en ajoutant ih%l“a des deux cOtés, on reste bien hermitien. L’hamiltonien quantique du lagran-
gien gab(:c)j;“:i:b a trois combinaisons possible. La plus simple est

AN A A @ 1 1
gab(x)papb = _h2g b(aaab + 100y + irb,a + ZFan) (36)

Pour obtenir les autres, il suffira de définir la commutation de 'impulsion covariante avec un
tenseur quelconque

[Pa, T"] = —ihd, T = —ihT"** , (3.7)

Ainsi, on peut déduire les autres combinaisons :

Dag” (2)p = g°(2)Paiy — ihg™ 4P (3.8)
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PaPog™ (2) = Pag™ (&)py — iMPag™ (3.9)
= g**(@)papy — ih(9" oy + 9™ pPa) + W79 4 (3.10)
La symétrie du tenseur métrique donne la relation
g (AuBy + B, Ay) = 29°° A, By, (3.11)
D’ou
Dapbg™ (&) = g™ (&)papy — 2ihg™ upy — W29 (3.12)

On pourra ainsi tenter retrouver 'opérateur de Laplace-Beltrami par une combinaison linéaire
de ces trois opérateurs

ag®™(&)paps + BPag™ (£)Ps + VhaPrg™ (3.13)
donnant la formule :
— B2 [(a+ B+ 7)g"(0a0 + Tads) + (B + 27)9" 40

Oé+ﬁ+’}/ ab
9 g

(Toa+ —57) + (v + 5)9% oo + 79 ab)] (3.14)
On peut néanmoins voir qu’on a des termes surnuméraires si on compare cette formule a (3.3).
On rajoutera donc un potentiel AV (z) pour les absorber. Afin de contraindre «, § et v, on com-
parera donc cette combinaison linéaire et son potentiel AV & 'opérateur de Laplace-Beltrami.
Si ’'on nomme (3.14) p?, on retrouvera I'opérateur de Laplace-Beltrami par cette formule.

P2 2 2

—h
2 1A A\ — A _ ab L abra ab 1
o + AV () 5y LB o [9°°0.,0p + g Op+g ’aab} (3.15)

qui impose ainsi la condition que a+ 8+ et B4 2+ doivent toujours étre égaux a 1, impliquant
par ailleurs a = . Les termes ne dépendant que de la métrique sont retirés par le potentiel
AV (z), qui vaut alors

h2
AV = %[gabrafb + (29Ty) o + 4ag™ o)) (3.16)

On remarquera qu’il est, pour une métrique générale, impossible d’annuler ce terme par le
choix d’un alpha.
L’hamiltonien (3.2) pourra finalement étre écrit sous la forme :

H= Tm(oz(g“b(ﬂv)papb + Pabrg™ (%) — 2629 (2)Pb) + Pag™ (2)pb)
h2 b b b
+ 3m [ga Lol + (29 Fb)@ + 4ag® ,ab)] (3.17)

3.2 Application de la méthode des symboles
L’ordonnement de Weyl est ici

N 1 A . o . A A
H, = Z(anb(l’)])apb + Pag®™(@)Py + Ppg"*(2)Pa + DaDrg™) (3.18)

Ce qui revient a a = %, soit un hamiltonien quantique de la forme

. 1 R . . . h?
o= %(g“b(w)pam + Dabsg™ (2) + 2Pag™ (2)p) + %(g”bFan +(29%Th) 0 + 9" o) (3.19)
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En réutilisant la démonstration du chapitre 1 avec le nouveau produit scalaire, on a

N—oo

K(xp,t;z4,t,) = lim /HK Ti, b Ti1,ti—1 H Vg(z;) d"x; (3.20)

Et on pourra trouver le propagateur infinitésimal a partir de ’équation

Ti  Ticdy fp(wi—aio)

@0 Do) = s [ o Ul

Comme on a affaire a I’évolution infinitésimale, on peut déveloper cet opérateur

U=e#H =1- %z’:‘f{ +0(e?) (3.21)

. L _i
Son symbole pourra donc étre décrit comme e~ %7 plus un terme d’ordre 2.

1 o 2 Y _ 1+zz 1
K (g, tis w1, tio1) = (27771)51/ dp en@@i—ei-)—H(p, )+ O(2)

Apres passage a la limite et intégration, 'action & utiliser sera finalement :

ty m hQ
(% 9" — ——[g™Taly + (20"Th) .0 + g )]) ® dt (3.22)
te 2 8m '
On peut remarquer que, si 'on prend le lagrangien classique, il faudra alors ajouter a ’ha-
miltonien quantique covariant le terme AV, qui n’est pas une quantité covariante. On peut s’en
rendre facilement compte car AV peut se réécrire [6]

S:

h2 a C
AV = %(9 "Tel5 — R) (3.23)

R est bien covariant, mais le produit de deux symboles de Christoffel ne 'est pas. Il faudra
ainsi que 'hamiltonien quantique ou l’action prennent un terme non-covariant. On montrera
dans la partie suivante comment trouver une formulation ou les deux sont covariants.

3.3 Intégrale de chemin covariante

Comme pour le champ magnétique, on peut dériver ces équations naturellement a partir de
Iintégrale de chemin. Habituellement, la vitesse infinitésimale s’exprime juste par

g T Tivl (3.24)
€

correspondant a une ligne droite infinitésimale. Mais dans le cas d’un espace courbe, la
trajectoire infinitésimale doit étre une géodésique. Il faut alors faire une expansion covariante
du terme cinétique, a ’aide de ’équation géodésique pour une particule libre.

= —Tp.d"d" (3.25)

On peut ainsi trouver les dérivées de tout ordre. Par exemple, la dérivée troisieme :

= —(Tf, 4 — 208, T) i i3 (3.26)

On peut ainsi faire un développement de Taylor covariant de chaque point de la somme. Le
développement ordinaire est

2 (t+e) = 2d(t) + il (1) + 5;&3?(15) + 563':5?(75) +0(e") (3.27)
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qui permet d’obtenir un développement de la vitesse

zl(t+e)—af(t) e g2

L (t) = - - 5 (t) - g'j?(t) +0(e)
Aw? € a ~.C 82 a a n . *.C .
= + il—‘bcx?(t)‘ri (t) + E( bea — 2D Tig)a? (85 (1) () + O(<?)

On a ainsi une définition récursive de la vitesse a base de Az. Afin de déterminer les termes a
conserver, on se rappellera quun chemin quantique a Az de ordre de /. Ainsi pour I’action :

S~ ) i’ (3.28)

Il faudra donc veiller & ne garder que les termes de 42 d’ordre €, Az ou 1. Le terme de plus
haut ordre de & est justement %, qui est d’ordre % Ainsi, pour éliminer les termes inutiles

du développement, on pourra se baser sur la relation
b~ 0 (3.29)
T — € .
NG

A partir du troisieme ordre, les termes sont de l'ordre de €24* ~ €, qui ne pourront pas étre
compensés par le % du premier terme, on pourra donc s’arréter au second ordre. De maniere

L, R . . . 3
générale, on coupera les termes a 'ordre €, puisqu’ils donneront au mieux un terme d’ordre £2
dans l’action.

On peut ainsi développer les termes en &

€ra sbic _ %(Abexc

2
.d . € .d.e-
5 be = E + el Axtii® + gAajb( de.f — 2chdI‘Z})a:d:Ue:Ef

3
+ Srh 15 #4019 + O(eh))

4
e AxPAze
= %(% + €F28A$c(kdi’e + O(E))

I AxbAxe I AzcAzdAxe

(=24, +0())

g2 bocod Az Az Az?

5 ey = + O(¢) (3.30)
Au final
Az® T AzbAze 1 b AzCAz?Axe Az Az Az
a () —be I a3 AL —— beg — 200, T ) ————
(t) - 5 - + 5l bel e - + (Tpea bl o) 6e + O(e)
1 1 1
= (A2 + §rgCAmbAmc + 5 (Theat %) Azb Azt Az?) + O(e)

Le produit de ces deux vecteurs sera alors :

1 1 1
T3P = E—Q(Axa + iFgCAbexc + 6(cm’d + 1%, Azb Az Azd)
1
6!
1 1
= - (AzAzP + Ax"TH Azx?Az" + Aacag(f‘p + I Trs) At Az” Ax®
€

[P 4+ TP T™AzIAz"Az®) + O(e)

qr,s mq- s

1
(Az? + §F5TA{L‘qA$T +
q/r.7s

1
+ ngcmbmcrgrmqmr) + O(e?) (3.31)
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On obtient ainsi ’action pour une particule libre
1
S = Z gan( xZ Ax“Ax + % Azt Azt Az + L 0 Azt Azt Azt Axt

(r +r£nc ™Az Az Azl Az®) + O(e2) (3.32)

cd,e

3

On conserve ici la liberté de choix de l'intégrale stochastique (le parameétre A\ dans guu(%;)),
bien qu’on puisse déja savoir que le cas A = % ne fonctionnera pas, puisqu’il correspond a
l'ordonnement de Weyl vu ci-dessus.

Pour abréger, on rassemblera les termes dis a la courbure

0% =% Az Azt Ax? + + TP I Az Az Azt Az®

cd,e

1 1
4rgdreng;CAdix6A:cf 3(F

qui sera bien 0 dans le cas d’une métrique euclidienne.
On peut ainsi vérifier la validité de cette formule par la méthode habituelle, en la comparant
avec son équation de Schrodinger. En un temps infinitésimal :

danire) =g | " kS, 1) gl D (3.33)

On procede au changement de variable habituel (cf. la section 1.4), qui nous donne Ax —
—n, afin de faire apparaitre s dans l'intégrale :

m 1
S(tt+ ) = 5 gab(T)—(n"n" = Toqnnn’ + 4F‘Z I nnnn’ + 3(che + T2, T )n nn™n)
m 1
= 5 gab(Z)_ ("1 + C)
g
1
V(1) = Vglzz +n) = V(@) +1°Vg(@2) o + 510"V 9(22) 4 + O(%)

2

V(@) = (@2 +0,1) = Y(w2,1) + 7" P(w2,1) 0 + %n“nbw(wz, t).ab + O(°)

et on développe 'exponentielle des termes de courbure

P im oy 1 om? N v
(1 %gab(x)c b QWgab(x)gpq@)C P+ 0(C))

6%3 _ e%gab(fi)
On devra ainsi intégrer chacun de ces termes. On a les formules

0o a b
m 1
e%gabn : - dnn =g 2
oo 2hmie

2N+1
Lga (CTTP (LN a—
ew e 2hm£ H ndn =0

ozln

zh& 1
)Ng 2 (a1a2 . OégN)

2hm€

ou la parenthese dénote toutes les permutations d’incides du tenseur métrique. Pour les cas qui
nous concernent :

(ab) = g (3.34)
(abcd) _ gacgbd +gadgbc +gabgcd (335)
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(abcdef) — gabgcdgef + gacgbdgef + gadgbcgef + gabgcegdf + gabgcfgde
+ gcdgaegbf + gcdgafgbe + gacgbegdf + gacgbfgde + gbdgaegcf
+ gbdgafgce + gadgbegcf + gadgbfgce + gbcgaegdf + gbcgafgde
= g%(abef) + g*¥(abef) + g% (abee) + g*(beef) + g"(acef) (3.36)
Le terme g,(%;) pourra toujours étre développé en
~ >‘2 d 3
9ab(Zi) = gan(2 — An) = gap(¥2) — AN Gap.c(72) + ?77077 Jabcd(x2) + O(n°)
Et ainsi son exponentiel rajoute le facteur supplémentaire
im
2he

2
N0 nn? gae tgape + OM"))

1 m
b 2 a b c d
(1 (A" 1" Gab,c — 3 N0 Gab,cd) — S I

L’intégrale donne finalement

Y(ws, t +¢) = /OO dy 5 9an(e2)
X E) = € 2n 7 €
2 2hmie J_o g

2

m

C (& m C (&
(1= o 10 geae) = g V0“0 (Geder + 10" 959.19ea.)) + O(n"))
: 2
m \ a m - -\ v
(14 52 9ab(F)C = 53 9ab(E)gpg (F)CU'CPT + O(C?))

(6 1) + 62, 1) + 5702, 2) 35+ O

(Valwa) + ' /g(2) , + 53] g + O0)) (337

Les détails de cette intégrale sont dans I’annexe C. On trouve finalement ’hamiltonien suivant

el n R B — ger 0,4 )
—2mLB6mmg,agab2b
G L ca L e bd L ad b
+ 5 MG Tml e = 59 mlea = 59%°9™ gampleq = 5997 ampTca
1
= 599" Gam s L) = (9" Tals = (9"'Ta) b + 9 — Tag™ 1))] (3.:38)
Les termes en A semblent avoir une erreur, car A = % ne devrait pas avoir de termes en 0y, mais

autrement, le termes en R correspond bien aux valeurs habituels [13, 14]. Afin de préserver
la covariance de cet hamiltonien, on prendra simplement A\ = 0 afin d’éliminer les symboles de
Christoffel, bien qu’on puisse également rajouter différents termes au lagrangien, comme dans le
cas de 'ordonnement de Weyl vu précédemment, mais il est dans ce cas plus simple de partir de
I’équation de Schrodinger covariante (voir [12] & ce propos). Ce choix de A = 0 est par ailleurs
contraint par le fait que la "mesure” de l'intégrale de chemin Dz est ici /g(x;)dz. Le choix
A = 0 est donc nécessaire pour avoir la métrique aux mémes points dans l'intégrale.
L’hamiltonien covariant obtenu est

H=—A;p+—R (3.39)
m m

Cet hamiltonien n’est pas 'hamiltonien originalement considéré, mais il respecte néanmoins
les reégles qu’on s’est imposées (covariance, hermicité). On peut, comme dans le cas de la premiere
partie, retrouver I’hamiltonien d’origine en retirant ce potentiel du lagrangien

_m g
L= 5 Jabd @ 6mR (3.40)
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mais il n’y a a priori pas de raisons de le préférer a celui-ci.
On trouvera d’autres facteurs que % par différentes définitions, tel que 0 (couplage minimal)

ou % (couplage conforme) [13]. On a ainsi toute une classe d’hamiltoniens de la forme
- h? h?
H=——A;p+—¢R (3.41)
2m m

avec £ une constante de couplage, donnant différentes observables dans le cas R # 0. Ce
terme n’est qu’un potentiel, on peut donc facilement le rajouter a 'intégrale de chemin [15]

2
L= guii® — (¢~ DR() (3.42)
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4 Conclusion

Comme on a pu le voir au cours de ces chapitres, particulierement lors de la résolution
d’une particule sur une spheére, une intégrale de chemin n’est pas, hors des cas les plus simples,
d’une résolution simple, reposant souvent pour une résolution analytique sur le fait que les
intégrales sur chaque tranche de temps soient de forme similaire (comme pour ’exemple de
la particule sur une sphere vu ici, mais également d’autres cas connus comme la particule
libre ou loscillateur harmonique). La nature stochastique de la trajectoire pose une difficulté
supplémentaire, obligeant a porter une attention particuliere aux termes infinitésimaux, et a
choisir une intégrale stochastique en fonction du lagrangien. Ce choix est rarement évident, et
se base généralement sur 1’équation de Schrodinger elle-méme ou certaines propriétés physiques
du systeme (invariance de jauge et covariance, dans les cas étudiés).

Mais néanmoins, au-dela de son interprétation physique plus simple, l'intégrale de chemin
offre certains avantages. L'un d’entre eux est que la méthode est valide pour de nombreux
domaines, pour peu qu’on ait la mesure Dz de l'intégrale et son lagrangien. Il est également
possible de la simplifier par des expansions perturbatives, donnant ainsi les diagrammes de
Feynman [4].

Certains détails n’ont pas été abordés dans ce mémoire. Parmi eux : Qu’obtient-on de ’ha-
miltonien (3.38) lorsque A # 0, si cette formule est bien la bonne intégrale? Quels sont les
potentiels, et éventuellement les termes dépendant de I'impulsion a rajouter pour le cas général
(qui est la méthode inverse de [12]) 7 Et obtient-on le bon résultat pour le propagateur de la
sphere en utilisant I’action covariante complete ?
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A Rappels de mécanique quantique

Dans le formalisme de Schrodinger et d’Heisenberg, les particules sont décrites par des
fonctions d’onde, vecteurs de ’espace de Hilbert L2, avec le produit scalaire :

)= [ " pgtde = (g 1)

Ces fonctions d’ondes décrivant une amplitude de probabilité de la particule, avec ainsi la
relation de normalisation

/ wa)w*(x)dx 1

Ces fonctions d’ondes ne sont pas des objets mesurables. Les observables de ces fonctions
d’ondes sont les valeurs propres d’opérateurs sur cet espace de Hilbert.

Ala) = ala)
Ces opérateurs sont hermitiens, c’est a dire obéissent a la propriété :
oo R [e.e] R
| arygde= [~ p(dgs
—00 —0o0

Ce qui permet d’avoir des observables de valeurs réelles, et des vecteurs propres orthogonaux.
Deux opérateurs importants sont les opérateurs de position et d’impulsion, définis par

. of
pf= zh%

On peut remarquer que I’application de ces deux opérateurs ne commute pas, et on définit ainsi
la relation de commutation canonique

AN A~

[Z,p] = &p — &p = ih

Les vecteurs propres de ces opérateurs sont

T|z) = z|x)
plp) = plp)
avec les relations
alp) = <2
xr =
P 2mh,
| el = [ pytoldp = i (A1)

Le noyau K d’un opérateur A, défini par

Ka(b,a) = (] Altpa)
donne les relations suivantes, grace a (A.1) :
Kanlb.a) = (lABlo.) = [l A1) (0l Blva)de

= /_00 Ky (b,c)Kp(c,a)de
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o0

(Ap)(b) = (Bl A|p) = / (bl AJa)(al4p)da

—00

= /OO VoK 4(b,a)da

L’équation de Schrodinger décrit 1’évolution de la fonction d’onde dans le temps
o X
h—|¢y) =H
iz |0) = Aly)

(1)) = U(t, to)|1h(to))

La fonction d’onde a I'instant ¢y est indépendante du temps, 1’équation peut donc se réduire a :

i o
iUt to) = HU(t, to)

Ot tg) = e 1 o 8
Pour un hamiltonien indépendant du temps :
Ut to) = e~ nlt=to)H
On définira le propagateur de la fonction d’onde comme le noyau de 'opérateur d’évolution

K (b,a) = (alU(t, to)[b) = {a] e~ #—10)|p)

correspondant & 'amplitude du passage de 1’état a a ’état b dans I'intervalle de temps t — to,
et ainsi la probabilité en est :

P(a — b) = K(b,a)K*(b,a)
avec la condition de normalisation

Y Pla—b)=1

b

ou a I’aide d’une intégrale dans le cas d’un état continu. Dans le cas d’un hamiltonien indépendant
du temps, 'égalité (A.1) nous donne :

K(b,a) = (a] e~ #t0H]p)
=30 aln) (wal e F 0T ap (45,b)

- Z Z wawg(snme_%(t—tO)En

- S bttt
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B Processus et intégrales stochastiques

Un processus stochastique est défini par un espace de probabilité, un espace d’état X et un
ensemble T'. Dans le cas qui nous intéresse, X est un espace de positions R" et T représente le
temps. Le processus stochastique associe a chaque élément de T un élément de X, représentant
ainsi une trajectoire, ou plus exactement un point se déplacant dans le temps, possiblement de
maniere discontinue. Chaque trajectoire est associée a une probabilité.

Le cas qui nous concerne est un processus de Wiener W;, aussi appelé mouvement brownien.
Ses propriétés les plus importantes sont que sa probabilité d’étre continue est de 1 (il peut
y avoir des processus discontinus, mais la mesure de leur probabilité est de 0), et que son
incrémentation est indépendante du temps. Ainsi :

0<s<t—W,—Ws~N(ud(t—s))

Ou N est une distribution gaussienne. Cette propriété conduit par ailleurs au fait que la fonction
est semblable a toute échelle de temps,

b
NG

donnant une nature fractale au processus (de dimension 2[18]). L’écart type d’un processus vaut
V/t, ce qui donne au niveau infinitésimal :

c>0—=W(t)=—=W(ct)

1
=1 —Wict)) =Vt
7 = limo( W (ct)) = Vi
puisque la fonction est la méme a toutes échelles. On a ainsi la relation dz ~ v/dt, qui implique
que la fonction n’est dérivable en aucun point.

(On pourra trouver des démonstrations de ces théoréemes dans par exemple [19)])

Puisque c’est une fractale, le processus a une variation infinie (la courbe décrite a une
longueur infinie), faisant que l'intégrale de Riemann n’est pas valide, bien qu’elle n’englobe
pourtant qu’une aire finie. On définit alors une intégrale stochastique, en se basant sur la
définition ordinaire de 'intégrale de Riemann :

/ " da ()£ (x(1))

N—-1
i ZO (xj41 — x5) f(Z)
]:

Ou z(t) est un mouvement brownien. Contrairement a l'intégrale de Riemann, le point Z; (un
point entre x; et z;11) a son importance. On le définit par un parametre \ :

T; = 2 + AM@iv1 — i), (Tip1 — @) = Ay

On peut ainsi définir toute une classe d’intégrales de parametre A. Dans le cas d’une intégrale
ordinaire, l'intégrale sera simplement la différence des primitives de la fonction aux bornes. Si
I’on décompose cette différence en parties infinitésimales

N—1
F(xp) — F(x,) = F(ziq1) — F(z), ®o = x4, TN = Xy
J

Il
o

Et qu’on développe chaque terme au point Z;

o) (7,
Pa) =Y T oy an
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© ) (z.
F(zip1) = Z Fn!(l)(xi-&-l —z; — MAx;)"
> FM) (%
= P Ay
= F) (g,
Fainn) — Fla) =3 T 0 agna - nr - ()

— 0+ F'(#) A, + (% _ N F(@) A2 + O(AzY)

La différence des primitives donne finalement

N-1 1

F(zy) — F(xa) = Y  F'(#)Az; + (5 - NF" (%) Az} + O(Ax?)

§=0
Dans le cas de l'intégrale de Riemann, les termes en O(Az?) s’annuleraient et on retrouverait
bien ainsi le théoréeme fondamental de 'analyse. Mais dans le cas d’un processus de Wiener, Ax
est de 'ordre de v/ At. On obtient ainsi la formule de 'intégrale stochastique de parametre A,
qu’on peut généraliser a toutes dimensions :

of  GHE)AT() = [@) — fE) — (2N [ V@)

2
ta ta
Les deux valeurs les plus utilisées pour A sont 0, donnant I'intégrale de Ito
ty - tp
V(@) e di(t) = f(Z) — f(Ta) — 5 V2 f(Z(t))dt
ta ta

et %,donnant I'intégrale de Stratonovitch, ayant ’avantage d’avoir une forme similaire a I'intégrale

de Riemann. .
b

t VF(E()) o dE(t) = f(&) — f(&a)

Dans un cas physique, la relation sera plutot de la forme

A%z = DAt
avec D une constante afin de respecter les dimensions, I'intégrale stochastique sera finalement
tp 1 tp
®f V@E)dz(t) = f(@) — f(Za) = (5 = A)D V2 f(Z())dt
ta ta

Puisqu’on a la relation Z(t)dt = d#(t), on pourra également définir

ty ) t
>/ V(@) - 2(¢) dt = f(Zp) = f(Za) = (5 = A)D t V2f(#(t))dt

Le lien entre les processus stochastiques et les équations différentielles, comme pour la
mécanique quantique ou le mouvement brownien, est la formule de Feynman-Kac, qui dit que
pour une équation différentielle de la forme

2
% + %O’(f, t)% =V(&t)f

avec o et V des fonctions connues et f une fonction connue pour ¢t = T, la fonction f peut se
trouver a ’aide d’une intégrale fonctionnelle sur le processus stochastique X (t) tel que dX(¢) =
o(Z,t)dW (t), W(t) un processus de Wiener. C’est cette formule qui permet de relier par exemple
le mouvement brownien ou la mécanique quantique a des intégrales de chemin, puisque les deux
ont une équation de forme similaire (respectivement 1’équation de diffusion et 1’équation de
Schrédinger).
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C Calculs des termes de ’'intégrale en espace Riemannien

Les termes qui ne s’annuleront pas sont ceux d’ordre € ou d’ordre unité. Il ne reste donc que

. v Vi
Plant+e) = ./ s [ B G T+t V)
+ e n“nbncnd((df\/ﬁ,d +%,av/9)(ael e — Aab.e)

+(1

4gqu ch +

2
m
s s 0N 00 (Agab.c9ag T — N2 gab e,y — Japl ool 4.970)0/g)  (C.1)

1 A2
ggae (Fbc d + FmbF ) /\gae,brid + ?gab,cd)w\/g)

8

Le tout premier terme s’integre simplement pour donner ¥ (x3,t). Les autres termes sont :

2
\/; / dn B (z2) 12 SI2e ZU“nanndnenf (Mab.cGagT? s — N Gab.cie.r — 9apUoeLae950) /G

the 5 m?
( )3 TR 5 (abede f)(Agab,cgagl ef — NGab.cGde.f — GaplheLae9rq) ¥
zh
= —8—m (abcdef) ()\gab cgdg ef —\? 9ab,cYde,f — gaprgcrgegfq)d}
1he

= _7w((abcf)()‘gab crf - 2/\ YGab ch gaprgcrzegfque)

+ (abef)(Agap,Lp — A gabcgde,fg 4 — g9l T g74)
+ (abce)(Ngab.eTe — N Gab.cGde. 19" _gaprbcr )

+ (beef)(Agav TS — N gav.cGae, 9" — TE.T% g1q)

+ (acef)(Agab.Tep — N gab.cGae, 19" — 9apg"Th 1% g1q)

the
= _7¢(ab0d)( (2gab,crd + gab,mF% + 2gam,brgé>

- )\2 (9 (gab,mgnc,d + Yab,c9md,n + 29am,bgnc,d) + 29ab,ch)
- Qap(rgc(rd + qugdqgfe) + ngnfﬁlbf%cgdq) — Il 9dq)

v ]nb im a b, c d e
\/;/ d?’] 6259ab 2)” 2he sZ_nnnm ((w\/gd + w,d\/g)(gaefbc — Agab,c)

1 A2
+ (4gquabF ed T 39ae( gc,d + Il ed) = AMaepl'cq + ?gab,cdw\/g)
the o im 1
= (H)thg \/»( bcd)((ib\/ﬁ,d + w,d\/ﬁ)(gaefic - /\gab,C)
1 1 . A2
+ (5 gqu pLeg T 39ae(rbcd +hpled) — Aaepleq + ?gab,cd)w\/g)
zha

1
= _%(ade) (w d(gaerbc Agab,c) + (ngqF ch + ngaerbc
2

7gab,cd)¢)

1
+ 5 9ae(Thea + Thpled) — M3aepl'eqd + Tagav,e) + 5

3
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(Va9 + %\/g,ab + %D,abg)

oo . a b
m
. / diy ¢ 59002 gt
— 0o

2hmie
1
= Eff(wa\[b"‘ \[ab+¢ab\[)
h al
= ﬁgab(w,arb + %(Fa,b + I‘(JLFb) + wé b) (C2)

On peut ainsi regrouper les facteurs des différentes dérivées de 1.
Pour la dérivée seconde :

’lhzf ab
g w,ab
2m
Pour la dérivée premiere :

ihe 1 ihe
SE (67T = (=g + 9Ty = Mgy = 20800 = 5 (6T + g5+ 2A(3"Ts — g

Les deux réunis donnent :

ihe

ihe
2 (ALpth+2M(g Ty — gP)0) = 5 Arpt+ —A( DTy — g4

2m

Les termes en v sont :

ihe
2m
- )‘(gae,brgd + gab,crd)

the 1 1
ey abF )+ gabF Iy) — T(abcd) (Gael'al'pe + 4gqu ch + Bgae( lezc,d + Tl ea)

2

=+ ?gab,cd + ZA(anb,ch =+ gab,mrz; + 29am,bFZZl)

1
- Z)‘2 (gmn (gab,mgnc,d + Yab,cImdn + 2gam,bgnc,d) + 2gab,crd)

1 1
= 79ap(Tpe(Ta + T%,9dq9”) + 29" T0 T4 .gaq) — 1L avlneddq)
ihe the
= 2m( abF b+ gabF Fb) - T(ade)( )‘(gab,mFZZl - 29am,brng - 2gab,crd)

- Z)\2 (gmn (gab,mgnc,d + Gab,c9md,n + 2gam,bgnc,d) + 2gab,crd - 29ab,cd)

1
- Z(_3gaprdr‘€c + gapF Ffegdqgfe + 2gmngapr Fncgdq + Fabrncgdq

1
7gaeFe bF )

1
- gqungZd) + ’gaeFqu + 3

3

zha 1
— m(4A(QngF I — 4g“TTq + 4g° g — 2g°¢ . T
- 29acgbdgam ngcll - adgbcgam,bFZZl - 2nggabgam,bF$l)

1
- 7)‘2 (gmngabng(gab,mgnc,d + Gab,cImd,n + 2gam,bgnc,d + Yac,mYnb,d ~+ Gac ,b9md,n

+ 2gam,cgnb,d + Jad,mYnc,b + Jad,c9mb,n + 2gam,dgnc,b) + 490drcrd - 29abnggab cd

1
_ 4ng,ch N 4gadgbcgab cd) + 39 (Fab qd— Fa,b + FmF 1"0 m))
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D Exemple : Particule sur une sphere

Un exemple simple d’une métrique avec une courbure non-nulle est une sphere. La métrique
est :
ds® = r?(df?* + sin 0d¢?) (D.1)

avec 1 le rayon de la sphere. Les composantes non-nulles du symbole de Christoffel sont :

cos 0

0 _ . o _1¢ _
F¢¢ = — SIHGCOS 0, Fe(b = F¢9 = m (DQ)
et sa courbure scalaire : 5
R= = (D.3)

Le laplacien est celui des coordonnées sphériques auquel on retire la composante radiale (on peut
montrer que c’est équivalent a l'opérateur de Laplace-Beltrami). Son équation de Schrédinger,
basée sur (3.41), est donc :

oy B2 0% cosf O 1 0%

U ot 2mr? ( 902 " sinf 90 ' sinZ0 02

— 48y) (D.4)

Comme il s’agit d’une équation indépendante du temps, on pourra utiliser I’équation de Schrédin-
ger indépendante du temps.

B2 9% cosO O 1 0%

By =- 27+t A 4 D.
v 2mr?2 ( 002 + sinf 90  sin® 6 O¢? £v) (D.5)
9%y cosO 1 0% 2mr>
902 90 = E—4 D.
002 + sin 6 00 sinZ 0 8¢2 tay =0, ( K2 E) ( 6)

Il s’agit d’une équation différentielle d’harmoniques sphériques, avec

22” E—4e=1(+1) (D.7)
donnant les solutions :
_ vl _ (2l + 1)(l — m)' (_1)m me :.om dm ! w2l
¢(07 (b) - Ym(ea ¢) - \/ 47T(l + m)[ 2ll| € Si edm—l—l(cos 0)( s 0)
2
E = (U1 +1) + 4€) (D.8)

2mr?
Cette fonction n’est normalisée que sur une intégration sur I’angle solide 2. Il faut donc rajouter
une constante de normalisation de + = pour éliminer le r? de V/9- Le propagateur de cette fonction
d’onde est la somme sur tous les etats de :

= il Z (O, 60) Yoo (Ba; ba) (D.9)
=0 m——l

Grace au théoreme d’addition des harmoniques sphériques, on a 1’égalité :

l
> Y (6, 05) Yoy (B ba) = 25[ L P (cos ), cosy = cos B cos B, + sin By sin 6 cos(dp — da)
78

m=—1

Avec P, le polynéme de Legendre de degré .
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il 2t (t—t1) 0

K(b,a) = MT ; e %@2“”1)“2‘“)(21 + 1)Pi(cos ) (D.10)
Pour I'action classique, ’équation géodésique nous donne :
f —sinfcosf ¢* =0 (D.11)
6
b+ 2COS =0 (D.12)
La solution de ces équations est : [16]
t t :
0(t) = arctan( o tan(w?) T 0(t) = S (D.13)
a? +sec?(wt)” 2 Va2 + sec? wt

tan(wt) . wvV1+a?
t) =arctan(———=) = o(t) = ————5— D.14
o0) = axctan( S = g(1) = L (D14

Pour simplifier les calculs, on prendra le cas ou (;5 = 0 (la particule se déplace sur un méridien
de la sphere), qui nous donne d=0¢eth= 02 01 , et l'action classique se réduit ainsi a :

to m 1
m 2(02 —(91) 2ﬁ2(t2 —tl)
_ S D.15
SE— N ) (D.15)
L’intégrale de chemin est donc :
2R (tg—t1) im,2(0;—0;_1)° )2
K (O, 0,103 0as Gasta) = oz €8 Jim / He‘r e H r2sin do;dg;
A Paide de I'égalité
0; — 0;_1)>
cos(f; —6;—1) =1— (b = 0i-1)” +0(A%9) (D.16)

On peut changer le terme A%0 en 2(1—cos(; —6;_1)), les termes restants n’étant que d’ordre
2. Dans le cas présent, cos(f; — 6;_1) n’est autre que le cosy vu précédemment. Ce qui permet
d’utiliser la formule

o7 COSY \/Zg(zl + I)JH_%(Z)PZ(COS’}/)
o0 l
- \/Z“lz;‘]%(z) > YO, )Y,y (6a, 6a) (D.17)

m=—I

avec J, la fonction de Bessel modifiée. L’intégrale devient alors

2h(tg— tl)

K(b,a) = S ) i /He i emfg 00s(0;=0i—1) H r°sinf df;do;

N—o0 27Th’l€ :
=1

_;2h(p—t1) (o1 N l - .
ez (E5) I > 71-”;7«2 27szr2J (zmr2)
- i (IS 3 o T o
r2 N—o0 he I+3 he

i=1 [=0 m=—1

N-1
Yl (9“ ¢z)yl*( i— 17¢z l))( H sin 0 d91d¢1)
=1

33



Il y aura toujours une intégrale du type [YY*dQ pour chaque variable, et comme les harmo-
niques sphériques sont orthonormées :

/ YE(0,0)YER(0,6)sin 6 didd = 6,y Oy (D.18)

Les seules exceptions sont les bornes, 0, et 0, qui sont fixes. Ainsi, une intégrale sur une variable
donnera :

Cime? [ 2mimr? imr?
/(Z > e TJ”%(Ts)Yl( i1, $i41) Yoy (63, 6i))
=0 m=—
gL _imr2 [ 2imnr? imr?. . - ,
O —e e i1 ()Y (03, 00) Yy (o1, $i-1)) sin 6 dbsdes;
n=0p=—n

2 ; 2

imr? 2 2 )
P3PPI I i T s () T3 ()

2

Ynlz( Z+17¢Z+1) ( i1, Qi 1)/Yl*( za¢z) ( 1,(;5@) sin @ df;d¢;
00 l 0o n ‘ ‘
imr? [ 2mimr? imr? imr?
T2 2 2 2 e T ) i () Ty (G b

len 9+17¢Z+1> Y ( i— 17¢z 1)
o zm'r 2mimr? imr? o .
= Z Z e i1 (5 ) Y (01, 0641 Y" (031, 6i-1)

On se retrouve avec le méme type de somme,mais avec un facteur

imr2 | 2mimr? imr?

e he l+%< he )

Ce terme sera répété N — 1 fois, auquel il faut rajouter le facteur de la somme ¢ = N. On
se retrouve finalement avec :

(D.19)

j2Mlta—t1) (e— 1 00 l

e ' mr _ime2 [ 2mimr? imr? .
K(b,a) = - Z > dim (—e e TJH%(TE))NYTZ,L(%,%)YT@(9a7¢a)

N%oo
=0 m=—1

On a la limite :

lim J,(z) = e = (D.20)

2—+00 27z

qui nous permet finalement d’avoir le propagateur

2h(t2 tl)(f 1) 00

6 mr2 l(l+1)h(t2 t1) ! 1%
K(ba) =——7——>_ S Y 0, 0¥ (00,00
=0 m=—1
e ERED) 2 iasnnay )
mr2 2 1
= o Z e’ 2ma2 (2] + 1)P(cosy)

34



Il reste une exponentielle de %, possiblement diie au fait qu’on a utilisé la définition habituelle
de l'action plutot que la formule (3.32) : Grosche et Steiner trouvent un résultat similaire &
Schrodinger avec L = %gaba'c“:i;b et A = % (pour le cas a trois dimensions), la seule différence
qui pourrait ici absorber le % est un A différent, qui pourrait ainsi changer les termes d’ordre
supérieur a dz. Le terme en 0 na pas d’intégrale stochastique différente, car c’est une constante,
et ainsi :

t t t
/ T2 e = T [ g~ [ gpan, 040 = 0 (D.21)
ta 2 2 ta m Jt,

On peut remarquer que le terme de couplage £ n’a ici aucune influence - c¢’est un terme
de phase qui disparaitra lors du calcul de probabilité proprement dit. Cela vient du fait que
la courbure est ici constante, et qu’elle n’implique donc aucune différence d’énergie lors du
déplacement. Pour voir apparaitre & dans la probabilité, il faudrait prendre par exemple le cas
d’un ellipsoide ou toute autre forme de courbure variable.

35



E Formules utiles

E.1 Intégrales

Gaussienne :

oo 2

2 T _ab

/ ecaw™+b2) o — |- — e~ I
oo aa

oo 2
2 b QT _ab
/ x ea(aw +bx) dr = —— 4/ ——¢ 4a

—00

/OO $2 ea(aaj2+b$) dl’ — (LbQ _ i) _%6_%
- 4a?2 2a a

Méthode de la phase stationaire (en n dimensions) :
/ F(2)es5®@dy = (216)% |detD| "2 [F (zo)es @)t 1™ 1 0(5)]

2
@|z:m =0, D% = 0”8

Ox 02,01} la=zo

v est 'indice de D (la différence entre le nombre de valeurs propres positives et négatives)

(E.1)

E.2 Calcul tensoriel

Contraction du symbole de Ricci :

A 1
ng =T = 3aln(\/§) = igmngmn,a

8a\/§ = \/gFa, 81,8&\/5} = \/E(F(Lb + FaI‘b)

1
I_‘a,b = i(gjz;lngmn,a + gmngmn,ab) — gmngmn,ab = 2I‘a,b - g?}ngmn,a

Dérivées du tenseur métrique :

0a(9"goe) = 04(6%) = 0 = g™ goe.a = — g% gne

ma , nb

99" Grn,a = —9°%

ma , nb

gmagnbgmn,cd = _(g:lc% + g:’gagnbgmn,c +g 94 gmn,c)

Scalaire de Riccei :

R=g®Tgq—Tap+Tola—T5al0)

1
= ~Gab.cde.f (gacgdegbf _ gabgdegcf + dicgbegaf + 2gdfgbegac)

2
+ Gabea(9*g" — g™ g?)
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